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Проведено аналіз особливостей 
формалізації слабко структуро-
ваних задач комбінаторної опти-
мізації на нечітких множинах за 
наявності якісної та кількісної 
інформації. З позицій репрезен-
тативної теорії вимірювань розг-
лянуто проблеми вимірювання 
функцій належності нечітких 
множин та проблеми адекватно-
сті при формалізації такого класу 
задач.  
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ПРОБЛЕМИ ФОРМАЛІЗАЦІЇ ЗАДАЧ 
КОМБІНАТОРНОЇ ОПТИМІЗАЦІЇ  
НА НЕЧІТКИХ МНОЖИНАХ  
Вступ. Сутність основних труднощів при 
побудові математичних моделей, методів та 
алгоритмів розв’язування задач комбінатор-
ної оптимізації (ЗКО) на нечітких множинах 
за наявності якісної та кількісної інформації 
пов’язана з тим, що функції належності нечі-
тких множин визначаються в багатьох випа-
дках на базі результатів суб’єктивних вимі-
рювань. Це породжує низку проблем, які 
пов’язані з невизначеністю та багатозначніс-
тю результатів вимірювань якісних та кількі-
сних характеристик, а також необхідністю 
агрегування цієї інформації. Адекватне, у 
рамках репрезентативної теорії вимірювань 
(РТВ) [1, 2], вирішення цих проблем потре-
бує введення нових понять або дослідження 
особливостей застосування відомих понять. 
Проблеми формалізації. Суттєва особли-
вість суб’єктивного визначення числових 
значень функції належності нечіткої множи-
ни у сенсі Л. Заде полягає у наявності неви-
значеності результатів вимірювання, яка не 
має стохастичного характеру. Нечітка у сенсі  
Л. Заде множина A  задається відображенням 
 : 0,1A U   [3]. Отже, результатом вимі-
рювання значення  |A u u U   є дійсне  
число з інтервалу [0,1]. Як приклад на  
рисунку показано результати оцінки значень 
функції належності властивості «великий 
зріст» людини у шкалі порядку двома екс-
пертами. 
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Наведені на рисунку значення двох функцій належності пов’язані монотон-
ними перетвореннями, які є допустимими у шкалі порядку. Ця особливість неви-
значеності вимірювання значень функції належності може бути подана тризнач-
ною функцією належності [4]: 
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де A  – множина повної належності, A  – множина повної неналежності. Ре-
зультат вимірювання значень функції належності на межах між підмножинами 
повної неналежності та повної належності не є випадковим у сенсі теорії ймові-
рностей, тому що зв'язок між значеннями функції належності визначається мо-
нотонним перетворенням та є детермінованим.  
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РИСУНОК. Результати оцінки двома експертами значень функції належності властивості 
«великий зріст» людини у шкалі порядку  
Зауважимо, що така невизначеність присутня також за вимірювань у шкалах 
відношень та інтервалів.  
Такі нечіткі множини за аналогією визначення поняття «недовизначена 
множина», яке наведено в роботі [4], будемо називати недовизначеними нечіт-
кими множинами. Метою введення поняття «недовизначена нечітка множина»  
є фіксація наявності невизначеності числових вимірювань функції належності  
у шкалах порядку, інтервалів та відношень. Такого типу невизначеність поро-
джується сутністю поняття шкала вимірювань у РТВ, яке репрезентується гру-
пою функцій належності, що пов’язані допустимими перетвореннями.  
Отже, ЗКО на недовизначених нечітких множинах є слабко структуровани-
ми. Це призводить до певних проблем при агрегуванні результатів вимірювання 
функцій належності.  
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Використаємо означення нечіткої множини, яке наведено у роботі  
А. Кофмана [5], а саме: :A U M  , де M – повністю упорядкована множина 
або множина належностей. Наведене означення дає можливість розглядати інші 
моделі нечітких множин.  
Наприклад, множина M може бути множиною значень деякої лінгвістичної 
змінної, що дозволяє розглядати неструктуровані та слабко структуровані ЗКО, 
у яких якісна інформація подана природною мовою. Наприклад, лінгвістична 
змінна “висота” будівлі може мати три значення: висока, середня, низька. Неви-
значеність, що виникає при такому гранулюванні кількісної змінної, пов’язана  
з невизначеністю прообразів при відображенні значень кількісної змінної у зна-
чення лінгвістичної змінної.  
Такого типу невизначеність може бути усунена, наприклад, у процесі експе-
риментальних досліджень шляхом побудови функцій належності значень (тер-
мів) лінгвістичної змінної. Однак, у цих випадках на межах нечітких множин 
властивість, наприклад, «зріст» людини може мати декілька значень. Наприклад, 
людина може бути високою зі значенням функції належності 0,2 та середнього 
зросту зі значенням функції належності 0.8.  
Зауважимо, що за такої багатозначності вимірювань для формалізації моделі 
вимірювань необхідно використовувати поняття нечітка шкала вимірювань [6], 
яке на даний час не застосовується як інструмент РТВ. Наведемо означення по-
няття нечітка шкала вимірювань.  
Системою з відношеннями називається кортеж 1; ,..., ,...,i nA R R RM ,  
де A  – непорожня множина, яка називається областю задання системи з відно-
шеннями, 1,..., nR R  – відношення на A . Якщо AR , де R – множина дійсних 
чисел, то система M  називається числовою системою з відношеннями  
(ЧСВ) [1]. Якщо A  – множина нечислових математичних об’єктів (наприклад, 
символів, векторів, функцій), то система M  називається математичною систе-
мою з відношеннями (МСВ) [7]. Якщо множина A  складається з емпіричних 
об’єктів і відношення на A  визначені емпірично, то система M  називається  
емпіричною системою з відношеннями (ЕСВ). 
Нехай U  – множина емпіричних об’єктів, T  – множина властивостей емпі-
ричних об’єктів, визначених вербально, TF  – множина усіх нечітких підмножин 
на ,T   
1
n
i i
R

 та  
1
n
i i
S

 – ik -арні відношення, відповідно, на U  та TF .   
Означення 1. Відображення : Tf U F  називається нечіткою шкалою,  
якщо для  1, ...,i n   і  1,..., ii
k
ku u U   має місце  
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      1 1,..., ,...,i ii k i kR u u S f u f u , 
де    1 ,..., ikf u f u  – відповідні шкальні значення, які є елементами множини  
TF , тобто є нечіткими підмножинами множини .T   
Позначимо  f U  . Таким чином, визначено МСВ  2 1,
n
i i
S

 M , що 
є гомоморфним образом ЕСВ  1 1,
n
i i
U R

M , при цьому шкалу позначають 
також як відображення 1 2:f M M  або як кортеж 1 2, , fM M  [1, 2]. Для  
нечітких шкал не досліджені питання про допустимі перетворення, адекватні  
та інваріантні функції тощо [6], тобто не досліджено три основні проблеми, що 
розглядаються в РТВ, а саме: проблеми подання, єдиності та адекватності [1]. 
Проблема подання полягає у доведенні того, що МСВ гомоморфна ЕСВ, яка 
розглядається з метою вимірювання властивостей елементів множини U  та від-
ношень між ними. 
Проблема єдиності полягає у визначенні типу допустимих перетворень ре-
зультатів вимірювань. Для цього потрібно визначити тип шкали, за допомогою 
якої здійснюється вимірювання. Тип шкали визначає як зміст поняття єдиності, 
так і тип допустимих перетворень результатів вимірювань.  
Проблема адекватності пов’язана з проблемою єдиності. Результати 
розв’язування ЗКО розглядаються як адекватні, якщо вони не змінюються за до-
пустимих перетворень у шкалах вимірювань, що використовуються. Зауважимо, 
що у класичних роботах з РТВ [1, 2] проблема адекватності розглядається у рам-
ках формальної логіки, тобто не розглядається адекватність результатів застосу-
вання нечітких операторів. 
Однак, іноді при побудові математичної моделі проблема подання не урахо-
вується. Тобто досліджуються відношення, які породжуються формальною мо-
деллю, що застосовується, та ці відношення розповсюджуються на емпіричну 
систему, що може призвести до відсутності гомоморфізму відображення. У ро-
боті [8] наведено приклад такого підходу в задачі оцінки конкуренто-
спроможності. Тому, на наш погляд, у рамках РТВ необхідно розширення по-
няття «адекватність» для того, щоб це поняття охоплювало й проблему подання, 
тобто було синонімом понять «коректність» або «правильність» моделі.  
Означення 2. Відображення 1 2
f
M M , яке зберігає у МСВ (або ЧСВ) 
2M  відношення ЕСВ 1M , будемо називати адекватним у широкому сенсі.   
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Означення 3. Відображення 1 2
f
M M , яке зберігає у МСВ (або ЧСВ) 
2M  відношення ЕСВ 1M  за допустимих перетворень у шкалах, що застосову-
ються при вимірюваннях, будемо називати адекватним у вузькому сенсі.  
Означення 4. Відображення 1 2
f
M M  будемо називати адекватним, 
якщо воно є адекватним як у широкому, так і у вузькому сенсі. 
Таким чином, виділено наступні особливості ЗКО на нечітких множинах за 
наявності якісної та кількісної інформації: 
– слабка структурованість таких ЗКО, яка обумовлюється недовизначеністю 
нечітких множин та вимагає розробки нових методів розв’язування задач опти-
мізації, що відмінні від методів нечіткого математичного програмування;  
– необхідність застосування РТВ для побудови адекватних моделей та мето-
дів розв’язування цього класу задач; 
– необхідність дослідження у рамках РТВ особливостей застосування нечіт-
ких шкал вимірювань. 
Ще однією важливою особливістю формалізації ЗКО на нечітких множинах 
є необхідність визначення поняття «нечіткий комбінаторний об’єкт». Це нове 
поняття розглядається у [9, 10]. З урахуванням вищевикладеного, загальний під-
хід до розв’язування ЗКО на нечітких множинах за наявності кількісної та якіс-
ної інформації може складатись з наступних кроків: 
 визначення порядку та типу нечітких комбінаторних об’єктів ЗКО [10];  
 встановлення типу шкал, на основі яких здійснюються фундаментальні 
або похідні вимірювання властивостей об'єктів та відношень ЕСВ;  
 забезпечення адекватності розв’язку ЗКО у широкому сенсі, тобто дове-
дення гомоморфізму відображення ЕСВ у МСВ; 
 вибір методу розв’язування ЗКО та забезпечення адекватності розв’язку 
ЗКО у вузькому сенсі;  
 розв’язування ЗКО та інтерпретація отриманих результатів. 
Для розв’язування ЗКО розглянутого типу повинні бути розроблені спе-
ціальні алгоритми комбінаторної оптимізації, наприклад, з використанням на-
працьованих у [11] підходів. 
Висновки. Проведено аналіз особливостей формалізації слабко структуро-
ваних ЗКО на нечітких множинах за наявності якісної та кількісної інформації. 
Розглянуто проблеми вимірювання функцій належності нечітких множин з по-
зицій РТВ та введено поняття «недовизначена нечітка множина», яке відображає 
специфіку проблем побудови формальних моделей.  
Розглянуто проблеми адекватності при формалізації таких ЗКО та введено 
поняття адекватності вимірювань у широкому та вузькому сенсі. Викладено  
загальний підхід до розв’язування ЗКО на нечітких множинах за наявності кіль-
кісної та якісної інформації.  
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И.И. Рясная 
ПРОБЛЕМЫ ФОРМАЛИЗАЦИИ ЗАДАЧ КОМБИНАТОРНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ  
НА НЕЧЕТКИХ МНОЖЕСТВАХ  
Проведен анализ особенностей формализации слабо структурированных задач комбинатор-
ной оптимизации на нечетких множествах при наличии качественной и количественной ин-
формации. С позиций репрезентативной теории измерений рассмотрены проблемы измере-
ния функций принадлежности нечетких множеств и проблемы адекватности при формализа-
ции такого класса задач.  
I.I. Riasna 
ON QUESTIONS OF FORMALIZATION OF COMBINATORIAL OPTIMIZATION 
PROBLEMS ON FUZZY SETS 
An analysis of features of formalization of weakly structured combinatorial optimization problems 
on fuzzy sets under the conditions of presence of qualitative and quantitative information is carried 
out. The questions of measurement of membership functions of fuzzy sets and the questions of ade-
quacy at formalization of such a class of problems are considered from pоsitions of the representa-
tive theory of measurements. 
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